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Formulaire mathématique a 'usage du physicien

1 Formulaire de trigonométrie

Relations entre les carrés

cos*(a) + sin?(a) = 1

1 + tanQ(a) = m

Formules d’addition
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b)

sin(a + b) = sin(a)cos(b) + cos(a)sin(b)

tan(a) + tan(b)

tan(a +b) = 1 — tan(a)tan(b)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)

sin(a — b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a)

tan(a) — tan(b)

tan(a - b) = 14+ tan(a)t(ln<b)

Formules de duplication
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 1 — 2sin?(a) = 2cos*(a) — 1
sin(2a) = 2sin(a)cos(a)

2tan(a
tan(2a) = 1—15(1752()61)
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Tout en fonction de la tangente de ’arc moitié
a
Sous réserve de définition, en notant ¢ = tan(i)

1—12
cos(a) = e
. 2t
sin(a) = e
2t
t =
an(a) T
Formules de linéarisation
1 2
cos®(a) = 1+ cos(2a)
2
1-— 2
sin(a) = w

cos(a)cos(b) = %(cos(a +b) + cos(a — b))
) ) 1
sin(a)sin(b) = —g(cos(a +b) — cos(a — b))

sin(a)cos(b) = %(sin(a +b) + sin(a — b))

Transformation d’une somme ou différence en produit

cos(p) + cos(q) = 2c0s2 i L ; 1
cos(p) — cos(q) = —2sin? i L ; 1
sin(p) + sin(g) = 2sin? L cos” ; :
sin(p) — sin(q) = 2608p + qsinp g a

2 Les nombres complexes

Avec I’écriture mathématique u = a + ib, on distingue les parties réelle a = |u|cos(¢) et imaginaire b = |u|sin(p), ol
b

lu| = Va2 + b2 et ¢ = arg u = arctan— (& m prés, il faut en plus préciser siny ou cosp).
a

En physique, on préfére souvent 'écriture : u = |ulexp(ip).
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3 Deéveloppements limités

Il est trés courant d’utiliser des développements limités en physique, en appliquant simplement la formule de Taylor,
dans la majorité des cas a ’ordre 1.
h?L dnf

n ! dan

2 2
= f(xo) +hﬁ($o) + Eﬂ(xo) + ...

Formule de Taylor : f(zo+h) =) dx 2 da?

4 Equation différentielle du second ordre & coefficients constants
Soit I’équation différentielle : ai + b + ¢ = e cos (wt)

L’équation étant linéaire, la solution générale est la superposition d’une solution générale de léquation sans second
membre (régime transitoire) et d’une solution particuliére de I’équation générale (régime forcé).

- le régime libre est solution de a& + bz +c =0

L’équation caractéristique ar? + br 4+ ¢ = 0 conduit a distinguer les trois cas :

*si A =b% — 4ac > 0, les deux racines sont réelles, notées r et ro et les solutions sont de la forme :

x(t) = Aexp(rit) + Bexp(rat). Le régime est apériodique.

*s1i A = 0, la solution est unique et notée rg. On démontre que les solutions sont de la forme : (t) = (At+ B)exp(rot).
Le régime est critique.

* 81 A < 0, les deux racines sont complexes conjuguées notées r et 7. Les solutions sont de la forme :

x(t) = Aexp(rt) + Bexp(t) ou encore x(t) = exp(R(r)t)(Acos(S(r)t) + Bsin(S(r)t)).

- le régime forcé est solution particuliére de aZ + b& + ¢ = e cos (wt).
Elle se cherche sous la forme d’une fonction de méme pulsation mais déphasée : z(t) = Acos(wt — ).

Remarque :
La détermination des constantes d’intégration doit se faire sur la solution générale !
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5 Systémes de coordonnées

5.1 Les systémes de coordonnées

5.1.1 Les vecteurs de base
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FIGURE 2 — Cylindriques FI1GURE 3 — Sphériques

FIGURE 1 — Cartésiennes

5.1.2 Relations de passage entre les systémes de coordonnées
Conversion entre systémes cartésien et cylindrique

A partir des coordonnées cartésiennes (x,y,z), on peut obtenir les coordonnées cylindriques (r,0,h) grace au relations

suivantes :
r= /12 + y2

0 = arctan =
T

h=z
Inversement, on a les relations suivantes :
r =1 cosf
y=r sinf
z=h

Conversion entre systémes cartésien et sphérique

A partir des coordonnées cartésiennes (x,y,z), on peut obtenir les coordonnées sphériques (p,0,p) grace au relations

suivantes :
p= /2 + y2 + 22
z

p = arccos (=)
p

x
arccos (———=) si y > 0
0= VY ta?
27 — arccos (———) si y <0
y2 +.’E2

Inversement, on a les relations suivantes :
T =p sinp cosf

Yy =p sing cosf
z=p cosp
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Conversion entre systémes polaire et sphérique

A partir des coordonnées cylindriques (r, 6., h), on peut obtenir les coordonnées sphériques (p,0s,p) grace au relations
suivantes :

p=Vr2+ 22
p= arctan(z)
z

0s =0,

Inversement, on a les relations suivantes :

r=p sing
9(::9.@
h = p cosp

6 Calcul vectoriel

6.1 Calcul du produit scalaire et du produit vectoriel

On considére deux vecteurs de l’espace et leurs coordonnées cartésiennes & = (1, 2, 23) et ¥ = (y1, Y2, Ys)-

—

Produit scalaire : Z.§ = x1y1 + z2y2 + 23y3 = ||z]|.||y]|.cos(Z, )

Produit vectoriel : @ A § = (r2ys — T3y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — Tays) = W
D’un point de vue géométrique, W = & A ¢ est 'unique vecteur tel que :
*W est orthogonal aux deux vecteurs donnés

*(Z, ¢, W) est une base directe

*[ail] = (12| |7]]- |sin(Z, )]

6.2 Formulaire d’analyse vectorielle

6.2.1 Expressions du gradient, de la divergence, du rotationnel et du laplacien dans les différents
systémes de coordonnées

NB : Les formules entres crochets ne sont pas & connaitre par coeur.

Coordonnées cartésiennes

ov ., ov , oV

grad V = %ux -+ 87y11y -+ guz

> 0A, 04, O0A,
div A= ox + dy + 0z

- > 0A, 04, 0A, O0A,. 04, 04,
rOtA_(B‘y 0z )”“ﬁ(az 3x)uy+(8m dy )iz

_ 0%V n 0%V n 0%V
0x2 0 0y 0922
Remarque :

Les vecteurs unitaires uz, uy, u.en chaque point, constituent des champs uniformes et ont tous une divergence et
un rotationnel nuls.

AV
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Coordonnées cylindriques

r—odv_aiv_,_*_lal_,_’_al
Brad ¥ = 5 T Lo T g

19(rA,) 194, 8Az}

-

_dWA:; or +r 80+3z
[ 10A. 0Ae. . 0A, 0A. . 1 0(rAs) OA, .
ot A=~ it (g g e T g )

AV

T ror " or r2 002 072
Remarques :

—

. — ]- - =g . — - — uz . — - — ~
dwur:;;rotuT:Odwua:O;rotue:7;dwuzzo;rotu2:0

Coordonnées sphériques

ov 10V 1 oV

R A i 9

-div A= r%a(rg:lr) + r sline a(szgz 2 r slinH aétp]

- ) )
&V = L g e o
Remarques :

divu‘}:% ; rot 4 =0 ratu}:%; grgmdl——%

6.2.2 Cacluls et opérateurs

Composition d’opérateurs
rot grad V =0
div rot A =0
div grad V = AV
rot rot A = grad divA — A A
Théoréme D’Ostrogradsky : Sﬁﬁ(S) AdS = ﬂf(v) div A.dr

Le flux d’un champ de vecteur & travers une surface fermée est égal a l'intégrale triple de sa divergence étendue au
volume intérieur & cette surface.

Théoréme de Stokes : f(c) AdM = ff(s) rot A.dS
La circulation d’un champ de vecteur le long d’un contour fermé est égale au flux de son rotationnel a travers une
surface quelconque s’appuyant sur ce contour.
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7 Disque, sphére, cylindre

7.1 Disque

PlrimI e . 27r
UL A & o o r?
Elément de surface : ... ... dr.rdf = rdrd0
Surface d’une couronne ciruclaire entre 7 et 7 4 dr ... e 2mrdr

7.2 Sphére

SUT e & ottt et e e 11777'2
0] 0 001 5777*3
Elément de volume @ ... ... dr.rdf.r sinf dp = r?sinfdrdfde
Volume d’une coquille sphérique entre r et 7+ dr @ ..o dmr2dr
7.3 Cylindre

I 10 Yo SR 2nrh
VOIUINIE & L wr2h
Element de voIUINe : ... ... o e dr.rdf.dz = rdrdfdz
Volume d’un manchon cylindrique entre et 7+ dr @ ... 27rhdr
8 Constantes fondamentales

Constante de gravitation : .............oieieii e G =~ 6,67.10711 N.m?2.s72
Célérité de la lumiére dans le vide @ ... c = 299792458m.s~! ~ 3.10% m.s~!
Perméabilité magnétique du vide @ .. ..o po = 471077 Hom™!
Permittivité diélectrique du vide @ .......ooiii €0~ 8,85.10712 F.m~!

Relation exacte : pugepc® = 1

Constante des gaz parfaits @ ...... ... . R=28,314 JK ' mol™!
Nombre d’AVOZAAIO & ...\ttt et e N4 = 6,023.10%23 mol~!
Constante de BoItZINANT ¢ ..o ovntt ettt e e kp = R/Na=1,3810"2 JK!
Constante de Planck @ ... ... h =6,62.10"3* J.s

Quanta d’énergie électromagnétique de fréquence v : E = hv
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